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Kumpulan tiedekirjasto
Tässä pro gradu -tutkielmassa tutkimme invariantteja aliavaruuksia ja määritämme Volterra-
operaattorin invariantit aliavaruudet. Olkoon X Banachin avaruus, ja olkoon T avaruuden X ra-
joitettu lineaarikuvaus. Suljettu aliavaruus M ⊂ X on kuvauksen T invariantti aliavaruus, jos
TM ⊂ M . Johdantoluvun 1 jälkeen luvussa 2 käsittelemme invariantteja aliavaruuksia yleisessä
tilanteessa.
Invarianttien aliavaruuksien määrittäminen on vaikeata jopa yksinkertaisten operaattorien T ta-
pauksessa. Olkoon esimerkiksi jonoavaruuden `2 siirto eteenpäin U : `2 → `2 määritelty kaavalla
U(a0, a1, . . . ) = (0, a0, a1, . . . ). U on lineaarinen kuvaus avaruudelta itselleen, ja erityisesti avaruus
`2 on Hilbertin avaruus.
Kuvauksen U invarianttien aliavaruuksien määrittäminen on kuitenkin haastavaa, ellei mahdotonta,
tarkastelemalla tilannetta avaruudessa `2. Tämän vuoksi käytämme isomorﬁsmia, jolla siirrämme
ongelman yksikkökiekon Hardy-avaruuteen H2, joka koostuu analyyttisistä funktioista. Rakennam-
me isomorﬁsmin ja esittelemme Hardy-avaruuden ominaisuuksia luvussa 3.
Luvussa 4 tutkimme eteenpäin siirtoa U edellisessä luvussa rakentamamme isomorﬁsmin kautta.
Osoittautuu, että eteenpäin siirtoa vastaa avaruudessa H2 multiplikaatio-operaattori. Todistamme
Beurlingin lauseen, joka karakterisoi eteenpäin siirron kaikki invariantit aliavaruudet sisäfunktioiden
avulla.
Luvussa 5 rakennamme isomorﬁsmin, jolla voimme siirtää Beurlingin lauseen käyttöömme myös
avaruuteen L2(0,∞). Isomorﬁsmi J = J1J2 : L2(0,∞) → H2 koostuu kahdesta osasta. Kuvaus J2
on käänteinen Fourier-muunnos rajoitettuna joukkoon L2(0,∞) ja J1 hyödyntää Möbius-kuvausta.
Näin saamme kiekon D reunafunktioita, jotka voimme luvussa 3 esiteltyjä tuloksia hyväksikäyttä-
mällä tulkita avaruuden H2 funktioiksi.
Luvussa 6 todistamme Donald Sarasonin tuloksen Volterra-operaattorin invarianteista aliavaruuk-





ja Sarasonin tuloksen mukaan sen invariantit aliavaruudet ovat täsmälleen muotoa L2(a, 1), jossa
0 ≤ a ≤ 1. Siirrämme ongelman luvussa 5 rakentamallamme isomorﬁsmilla avaruuteen H2, jolloin
voimme hyödyntää Beurlingin lausetta invarianttien aliavaruuksien karakterisoimiseen.
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1 Johdanto
Ta¨ssa¨ pro gradu -tutkielmassa tutkitaan invariantteja aliavaruuksia. Olkoon
X Banachin avaruus, ja olkoon T avaruuden X rajoitettu lineaarikuvaus: T ∈
L(X). Sanotaan, etta¨ suljettu aliavaruus M ⊂ X on kuvauksen T invariantti
aliavaruus, jos TM ⊂M .
Sanotaan myo¨s, etta¨ x ∈ X on kuvauksen T syklinen vektori, jos
span {T nx|n ≥ 0} = X.
Invarianttien avaruuksien ongelma kysyy, onko olemassa lineaarista kuvaus-
ta T Hilbertin avaruudessa X, T ∈ L(X), siten etta¨ kuvauksella T ei ole
epa¨triviaaleja invariantteja aliavaruuksia. Toisin sanoen, onko olemassa sel-
laista kuvausta T ∈ L(X) siten etta¨ jokainen piste x ∈ X \ {0¯} on syklinen
kuvaukselle T . Invarianttien aliavaruuksien ma¨a¨ritta¨minen on vaikeata jopa
yksinkertaisten operaattorien T tapauksessa.
Olkoon nyt jonoavaruuden `2 siirto eteenpa¨in U : `2 → `2 ma¨a¨ritelty kaavalla
U(a0, a1, . . . ) = (0, a0, a1, . . . ). U on lineaarinen kuvaus avaruudelta itselleen,
ja erityisesti avaruus `2 on Hilbertin avaruus. Haluamme selvitta¨a¨, mitka¨ ali-
avaruudet kuvaus U pita¨a¨ paikallaan eli mitka¨ ovat kuvauksen U invariantit
aliavaruudet.
Muutamia esimerkkeja¨ invarianteista aliavaruuksista voidaan keksia¨ helpos-
ti. Esimerkiksi aliavaruudet An := {(a0, a1, . . . ) : ak = 0, kun k ≤ n} ku-
vaus U selva¨sti pita¨a¨ paikallaan. Kysymykseen on kuitenkin haastavaa, ellei
mahdotonta, vastata tarkastelemalla tilannetta avaruudessa `2. Ta¨ma¨n vuok-
si ka¨yta¨mme isomorfismia, jolla siirra¨mme ongelman yksikko¨kiekon Hardy-
avaruuteen H2(D).
Avaruudessa H2(D) todistamme Beurlingin lauseen, joka karakterisoi
eteenpa¨in siirron invariantit aliavaruudet. Luvussa 6 ka¨yta¨mme Beurlin-
gin lausetta hyo¨dyksemme, ja etsimme sen avulla Volterra-operrattorin






Ensimma¨isten lukujen ka¨sitteet ja tulokset ovat pera¨isin la¨hteesta¨ [1] ellei
muuten ole mainittu, ja luku 6 perustuu la¨hteeseen [3].
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2 Invariantit aliavaruudet
Ta¨ssa¨ luvussa esittelemme funktionaalianalyysista¨ notaatiota ja tyo¨kaluja,
joita tulemme ka¨ytta¨ma¨a¨n ratkaistaessamme eteenpa¨in siirron U : `2 → `2
invariantteja aliavaruuksia. Ta¨stedes puhuessamme avaruudesta X tarkoi-
tamme Hilbertin avaruutta, jonka skalaarikunta on kompleksiluvut. Puhut-
taessa aliavaruudesta tarkoitamme aina suljettua aliavaruutta.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.1. Aliavaruus M ⊂ X on kuvauksen T : X → X invariantti
aliavaruus, jos TM ⊂M .
Triviaalit aliavaruudet {0} ja X ovat invarianteja kaikkien lineaarikuvaus-
ten suhteen. Kysymys siita¨, onko kaikilla a¨a¨reto¨nulotteisen ja separoituvan
Hilbertin avaruuden jatkuvilla lineaarikuvauksilla epa¨triviaaleja invariantte-
ja aliavaruuksia tunnetaan invarianttien aliavaruuksien ongelmana.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.2. Olkoon x ∈ X ja T ∈ L(X). Ta¨llo¨in vektori x on kuvauk-
sen T syklinen vektori, jos
span{T nx : n ≥ 0} = X.
Ta¨ma¨ joukko on pienin kuvauksen T invariantti aliavaruus, joka sisa¨lta¨a¨ vek-
torin x.
Ekvivalenttia sen kanssa, etta¨ lineaarikuvauksella T ei ole epa¨triviaaleja ali-
avaruuksia, on se, etta¨ jokainen vektori x ∈ X \ {0} on syklinen kuvaukselle
T .
Lineaarikuvauksen invariantit aliavaruudet muodostavat hilan (engl. lattice).
Ma¨a¨ritelma¨ 2.3. Lineaarikuvauksen T ∈ L(X) hilaa merkita¨a¨n seuraavasti:
Lat(T ) = {M ⊂ X : M on kuvauksen T invariantti aliavaruus.}
Seuraavat sa¨a¨nno¨t pa¨teva¨t hiloille:
Lause 2.4. Olkoon M1,M2 ∈ Lat(T ). Ta¨llo¨in
M1 ∩M2 ∈ Lat(T )(1)
M1 ⊕M2 ∈ Lat(T )(2)
jossa M1 ⊕M2 = span{M1 ∪M2}.
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Todistus. Todistamme ensin kohdan 1. Olkoon x ∈M1 ∩M2. Ta¨llo¨in, koska
M1 ja M2 ovat invariantteja, Tx ∈ M1 ja Tx ∈ M2 joten Tx ∈ M1 ∩M2.












2.1 Adjungaatit ja invariantit aliavaruudet
Palauttakaamme mieleen, miten lineaarikuvauksen adjungaatti ma¨a¨ritella¨a¨n.
Ma¨a¨ritelma¨ 2.5. Olkoon T ∈ L(X) lineaarikuvaus. Kuvauksen T adjun-
gaatti on kuvaus T ∗ ∈ L(X), jolle (Tx, y) = (x, T ∗y) kaikilla x, y ∈ X.
Adjungaattikuvauksien olemassaolo ja yksika¨sitteisyys seuraavat Rieszin esi-
tyslauseesta [4, 3.4]. Adjungoinnilla on muun muassa seuraavat ominaisuu-
det:
T ∗∗ = T
(T ∗)−1 = (T−1)∗ (jos T on ka¨a¨ntyva¨, myo¨s T ∗ on ka¨a¨ntyva¨.)
(T1 + T2)




∗ = T ∗2 T
∗
1
(λT )∗ = λ¯T ∗.
Lause 2.6. Olkoon T ∈ L(X). Ta¨llo¨in M ∈ Lat(T ) jos ja vain jos M⊥ ∈
Lat(T ∗). Ta¨ssa¨ merkinna¨lla¨ M⊥ tarkoitetaan joukon M ortokomplementtia
eli M⊥ = {y ∈ X : (x, y) = 0 kaikilla x ∈M}.
Todistus. Olkoon x ∈M ja y ∈M⊥. Ta¨llo¨in
(Tx, y) = (x, T ∗y).
Toisin sanoen, jos M ∈ Lat(T ), niin (Tx, y) = 0, joten (x, T ∗y) = 0 eli
x⊥T ∗y. Koska x oli mielivaltainen, pa¨tee T ∗y ∈M⊥. Toinen suunta samaan
tapaan.
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Joskus seka¨ aliavaruus etta¨ aliavaruuden ortokomplementti ovat lineaariku-
vauksen suhteen invariantteja:
Ma¨a¨ritelma¨ 2.7. Aliavaruus M ⊂ X on lineaarikuvauksen T : X → X
redusoiva aliavaruus, jos seka¨ M etta¨ M⊥ ovat invariantteja kuvauksen T
suhteen. Ta¨llo¨in voimme myo¨s sanoa, etta¨ M redusoi kuvauksen T .
2.2 Projektiokuvaukset ja redusoivat aliavaruudet
Lemma 2.8. Olkoon M ⊂ X aliavaruus, ja olkoon kuvaus P : X → M
projektio. Ta¨llo¨in M ∈ Lat(T ) jos ja vain jos TP = PTP .
Todistus. Va¨ltta¨ma¨tto¨myys: oletamme, etta¨ M ∈ Lat(T ). Kaikilla x ∈ X
pa¨tee, etta¨ Px ∈ M . Ta¨ten myo¨s TPx ∈ M kaikilla x ∈ X. Lisa¨ksi koska
TM ⊂M , pa¨tee P (TPx) = TPx kaikilla x ∈ X.
Riitta¨vyys: oletamme, etta¨ TP = PTP . Olkoon nyt x ∈ PX = M kiin-
nitetty. Ta¨llo¨in Px = x, joten oletuksemme TPx = PTPx yksinkertaistuu
muotoon Tx = PTx. Ta¨ma¨ toisaalta tarkoittaa sita¨, etta¨ Tx ∈ PX joten
PX = M ∈ Lat(T ).
Lineaarikuvauksen T redusoivia aliavaruuksia voi etsia¨ myo¨s seuraavan lem-
man avulla.
Lemma 2.9. Olkoon P ∈ L(X) ortoprojektiokuvaus aliavaruudelle M ⊂ X.
Ta¨llo¨in M on linaarikuvauksen T : X → X redusoiva aliavaruus jos ja vain
jos PT = TP . Lisa¨ksi M on lineaarikuvauksen T redusoiva aliavaruus jos ja
vain jos M on invariantti kuvauksien T ja T ∗ suhteen.
Todistus. Va¨ltta¨ma¨tto¨myys: Oletetaan ensin, etta¨ M on kuvauksen T re-
dusoiva aliavaruus.
Ta¨llo¨in M ja M⊥ ovat invariantteja kuvauksen T suhteen. Kuvaus I − P on
ortoprojektiokuvaus X →M⊥. Lemman 2.8 nojalla
T (I − P ) = (I − P )T (I − P )
⇒ T (I − P ) = T − PT − TP + PTP
⇒ T − TP = T − PT − TP + PTP
⇒ PT = PTP.
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Toisaalta, koska M ∈ Lat(T ), pa¨tee, etta¨ TP = PTP , joten PT = TP .
Riitta¨vyys: oletamme, etta¨ TP = PT .
Olkoon x ∈ M kiinnitetty. Haluamme osoittaa, etta¨ Tx ∈ M . Oletuksen
nojalla saamme TPx = PTx, ja koska Px = x, pa¨tee Tx = PTx. Ta¨ma¨
toisaalta tarkoittaa sita¨, etta¨ Tx ∈M eli M ∈ Lat(T ).
Toisaalta myo¨s T (I − P ) = (I − P )T ja samankaltaisen pa¨a¨ttelyn avulla
saamme, etta¨ jos x ∈ M⊥ niin Tx ∈ M⊥. Siispa¨ myo¨s M⊥ ∈ Lat(T ) eli M
on kuvauksen T redusoiva aliavaruus.
Toinen osa lemmasta todistuu huomaamalla ensin, etta¨ projektiokuvaus P on
oma adjungaattinsa eli P ∗ = P . Ta¨llo¨in PT = TP jos ja vain jos PT ∗ = T ∗P .
Toisin sanoen M on kuvauksen T redusoiva aliavaruus jos ja vain jos M on
kuvauksen T ∗ redusoiva aliavaruus. Erityisesti M on invariantti kumman-
kin kuvauksen suhteen. Toisaalta, jos M on invariantti kuvauksien T ja T ∗
suhteen, pa¨tee
PTP = TP ja PT ∗P = T ∗P.
Ottamalla ja¨lkima¨isesta¨ yhta¨lo¨sta¨ adjungaatit, saamme, etta¨
(PT ∗P )∗ = (T ∗P )∗
⇒ (PT ∗)∗P ∗ = P ∗T
⇒ (TP ∗)P ∗ = PT
⇒ TP = PT,




Palautamme mieleen jonoavaruuden `2 ma¨a¨ritelma¨n. Jonoavaruus `2 sisa¨lta¨a¨

















Ma¨a¨ritelma¨ 3.1. Hardy-avaruus H2 ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavana joukkona:
H2 =
{










Toisin sanoen, avaruus H2 sisa¨lta¨a¨ sellaiset analyyttiset funktiot D → C,
joiden Taylor-kertoimien nelio¨summat suppenevat. Todistamme ta¨ma¨n lem-
massa 3.2. Tutkimme seuraavaksi, minka¨laisia funktioita avaruuden H2 al-
kiot ovat, ja ta¨ta¨ varten varustamme avaruuden H2 luonnollisella normilla
ja sisa¨tulolla.
AvaruudenH2 normi ma¨a¨riteta¨a¨n asettamalla ‖f‖ = (∑∞n=0 |an|2)1/2. Ta¨llo¨in








missa¨ fˆ(n) tarkoittaa funktion f n. Taylor-kerrointa, an = fˆ(n) ja g(x) =∑∞
n=0 bnz
n. Kuvaus (an) 7→
∑∞
k=0 akz
k on isometrinen isomorfismi avaruuk-
sien `2 ja H2 va¨lilla¨.
Sanomme, etta¨ kuvaus on unitaarinen, jos se on isometrinen isomorfismi.
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Lemma 3.2. Avaruuden H2 kaikki alkiot ovat analyyttisia¨ funktioita yk-
sikko¨kiekossa D.







Koska jono (an) ∈ `2, on olemassa K ∈ R siten etta¨ |ak| ≤ K kaikilla
indekseilla¨ k. Voimme kirjoittaa
∞∑
n=0







missa¨ |z0| ≤ r < 1, joten sarja suppenee. Sarja yhta¨lo¨ssa¨ (1) suppenee,
koska se suppenee itseisesti. Funktio f on siis hyvinma¨a¨ritelty. Funktio f
on myo¨s analyyttinen alueessa D, koska sarjan suppeneminen on tasaista
kompakteissa osajoukoissa. Toisin sanoen, H2 ⊂ H(D) eli avaruus H2 on
osajoukko yksikko¨kiekon analyyttisten funktioiden joukolle.
Ka¨yta¨mme seuraavaa “evaluaatiofunktionaalia” apuna myo¨hemmissa¨ todis-
tuksissa.
Lemma 3.3. Olkoon z0 ∈ D. Ta¨llo¨in kuvaus f 7→ f(z0) on jatkuva lineaari-
nen funktionaali H2 → C.



























Kuvaus on siis rajoitettu, joten se on lineaarikuvauksena jatkuva ma¨a¨ritte-








Riezin esityslauseen [2, 4.12] mukaan jokaista Hilbertin avaruuden lineaarista
funktionaalia φ vastaa vektori y, jolle pa¨tee
φ(x) = (x, y)
kaikilla x.
Voimme lo¨yta¨a¨ edella¨ ma¨a¨ritellylle evaluaatifunktionaalille ta¨llaisen vektorin:
Ma¨a¨ritelma¨ 3.4. Olkoon z0 ∈ D. Ma¨a¨rittelemme pisteen z0 reprodusoivan








Lause 3.5. Edella¨ ma¨a¨ritelty funktio kz0 on avaruuden H
2 alkio ja ‖kz0‖ =
(1− |z0|2)−1/2. Edelleen, jos z0 ∈ D ja f ∈ H2 niin ta¨llo¨in f(z0) = (f, kz0).










joten kz0 ∈ H2. Lisa¨ksi ta¨sta¨ seuraa, etta¨ ‖kz0‖ = (1− |z0|2)−1/2.
Merkitsemme nyt f =
∑∞
n=0 anz
n. Ka¨ytta¨en funktion kz0 sarjaesitysta¨ ja







mika¨ todistaa ja¨lkimma¨isen va¨itteen.
Funktiojonon suppeneminen avaruuden H2 normin suhteen on eri asia kuin
suppeneminen funktioina. Toisin sanoen, suppeneminen avaruudessa H2 ei
a priori kerro, kuinka funktioiden arvot suppenevat. Osoittautuu kuitenkin,
etta¨ suppenemisesta avaruudessa H2 seuraa tasainen suppeneminen joukon
D kompakteilla osajoukoilla.
Lause 3.6. Jos fn → f avaruudessa H2, niin fn → f tasaisesti joukon D
kompakteissa osajoukoissa.
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Todistus. Olkoon z0 ∈ D. Ta¨llo¨in
|fn(z0)− f(z0)| = |(fn − f, kz0)| ≤ ‖fn − f‖‖kz0‖.
Olkoon K ⊂ D kompakti. Ta¨llo¨in kuvauksen z0 7→ ‖kz0‖ jatkuvuuden nojalla
on olemassa luonnollinen luku M , jolle ‖kz0‖ ≤M kaikille z0 ∈ K. Siis
|fn(z0)− f(z0)| ≤M‖fn − f‖,
mika¨ todistaa va¨itteen.
Avaruuden H2 alkiot ovat funktioita, jotka ovat ma¨a¨ritelty avoimessa
yksikko¨kiekossa. Vaikka funktioita ei ole ma¨a¨ritelty kiekon reunalla T,
niilla¨ saattaa olla raja-arvo reunalla. Tutkimme seuraavaksi, minka¨laista
rajaka¨ytta¨ytymista¨ avaruuden H2 funktioilla voi olla. Osoittautuu he-
delma¨lliseksi tutkia asiaa uuden Hilbertin avaruuden kautta: avaruuden
L2 = L2(T).
3.1 Hilbertin avaruus L2 ja Fourier-sarjaesitys
Ma¨a¨ritelma¨ 3.7. Hilbertin avaruus L2 sisa¨lta¨a¨ funktiot f : T → C, jotka
ovat nelio¨integroituvia ympyra¨lla¨ T ma¨a¨ritellyn yksiulotteisen normalisoidun

















Ylla¨ dθ on tavallinen va¨lin [0, 2pi] Lebesguen mitta.
Kuten on tyypillista¨, ka¨sita¨mme avaruuden L2 alkiot funktioina emmeka¨
funktioiden ekvivalenssiluokkina, jolloin funktiot samastetaan, jos ne ovat
samat melkein kaikkialla (m.k.).
Asetamme funktiot en(e
iθ) = einθ, jolloin joukko {en|n ∈ Z} muodostaa or-
tonormaalin kannan avaruudelle L2 [2, s. 89-92]. Ta¨ma¨ kannan avulla kirjoi-
tetaan funktion Fourier-sarjaesitys.
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jossa luvut an ∈ C ovat funktion f Fourier-kertoimet. Erityisesti an = (f, en).
Edella¨ olevan sarjan suppeneminen tulee ymma¨rta¨a¨ L2-normin suhteen.







Voimme laskea funktion f normin Parsevalin lauseen avulla:





missa¨ termit ak tulevat funktion f Fourier-sarjaesityksesta¨.
Todistus. Todistus lo¨ytyy la¨hteesta¨ [2, 4.18]
Ma¨a¨ritelma¨ 3.9. Joukko
H˜2 = {f˜ ∈ L2|(f˜ , en) = 0 kun n < 0}.
on avaruuden L2 aliavaruus.









Osoittautuu, etta¨ avaruuksien H2 ja H˜2 va¨lilla¨ on luonnollinen unitaari-
nen kuvaus: voimme samaistaa funktion f˜ ∈ H˜2, jolla on Fourier-sarjaesitys∑∞
n=0 ane





Funktiot f ja f˜ liittyva¨t toisiinsa kiintea¨sti myo¨s funktioina — tutkikaamme
ta¨ta¨ seuraavaksi.
Olkoon f ja f˜ kuten ylla¨, olkoon 0 < r < 1 ja ma¨a¨ritelka¨a¨mme funktio fr
seuraavasti:
fr(e





Ta¨llo¨in fr ∈ H˜2.
Edella¨ avaruuden L2 normi on ma¨a¨ritelty integraalina ja ta¨ma¨ normi periytyy
myo¨s aliavaruudelle H˜2. Seuraava lause antaa tavan laskea normi suoraan
funktion f˜ Fourier-kertoimista.
Nyt voimme vertailla kuinka funktiot f ja f˜ liittyva¨t toisiinsa.
Lause 3.10. Olkoon funktiot f ja fr ja¨lleen ma¨a¨ritelty kuten ylla¨. Ta¨llo¨in
fr → f˜ avaruudessa H˜2 kun r → 1−.
Todistus. Sijoittamalla funktioiden sarjaesityksen ja ka¨ytta¨ma¨lla¨ lausetta 3.8
saamme











Jaamme ja¨lkimma¨isen summan kahteen osaan, ja arvioimme osia ylo¨spa¨in.
Olkoon  > 0. Koska summa
∑∞
n=0 |an|2 suppenee, on olemassa luonnollinen





On myo¨s olemassa sellainen luku s ∈ (0, 1), etta¨ kaikille r ∈ (s, 1) pa¨tee, etta¨
n0−1∑
n=0


























Korollaari 3.11. Olkoon f ∈ H2. Ta¨llo¨in on olemassa kasvava jono {rn},






Todistus. Suppeneminen avaruudessa L2 tarkoittaa, etta¨ osajono suppenee
pistetta¨in melkein kaikkialla [2, s.68]. Va¨ite seuraa edellisen lauseen todis-
tuksesta.




melkein kaikilla θ. Sivuutamme todistuksen, silla¨ tarvitsemme vain heikom-
man version tuloksesta. Vahvempi tulos on todistettu esimerkiksi la¨hteessa¨
[2, s. 340].












Todistus. Va¨ite todistuu havaitsemalla, etta¨ integraalin arvo kasvaa, kun r
kasvaa.
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3.2 Poissonin integraalikaava ja avaruudet H∞ seka¨ L∞




1− 2r cos θ + r2 .







pa¨tee kaikilla reiθ ∈ D.



















−2iθ + · · ·
joten funktion
1
1− z0e−iθ − 1































1− z¯0eiθ − 1
)
dθ.
Sijoittamalla z0 = re





1− z¯0eiθ − 1 =
1− r2









Poissonin integraalikaava antaa seuraavan tuloksen ka¨ytto¨o¨mme:
Korollaari 3.16. Olkoon f ∈ H2 sellainen, etta¨ |f˜(eiθ)| ≤ K melkein kaik-
kialla. Ta¨llo¨in |f(z)| ≤ K kaikilla z ∈ D.
Todistus. Havaitsemme ensin, etta¨ Poissonin ytimelle pa¨tee Pr(θ) > 0 kaikilla
θ ja kaikilla 0 ≤ r < 1:
Pr(θ) =
1− r2
1− 2r cos θ + r2 ,
missa¨ 1− r2 > 0 ja 1− 2r cos θ + r2 ≥ (1− r)2 > 0.





Pr(θ − t)dθ = 1
kaikilla r ∈ [0, 1) ja kaikilla t. Ta¨ma¨n voi huomata soveltamalla Poissonin
integraalikaavaa vakiofunktioon 1.
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Pr(θ − t)dθ = K,
mika¨ todistaa va¨itteen.
Edellinen korollaari tarkoittaa siis sita¨, etta¨ jos f˜ ∈ L∞ niin ta¨llo¨in myo¨s f
on rajoitettu analyyttinen funktio.
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4 Siirto-operaattori
Ta¨ssa¨ luvussa tutkimme eteenpa¨in siirtoa jonoavaruudessa `2 ja sen inva-
riantteja aliavaruuksia. Ta¨sta¨ pa¨a¨semme luontevasti siirtyma¨a¨n avaruuteen
H2, jota koskevia tuloksia edellisessa¨ luvussa esiteltiin. Todistamme myo¨s
klassisen Beurlingin lauseen.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.1. Eteenpa¨in siirto jonoavaruudessa `2 on operaattori U , jolle
U(a0, a1, a2, . . . ) = (0, a0, a1, a2, . . . ).
Lause 4.2. Eteenpa¨in siirto on isometria ja sen adjungaatti on taaksepa¨in
siirto U∗,
U∗(a0, a1, a2, . . . ) = (a1, a2, a3, . . . ).
Todistus. Olkoon a = (a0, a1, . . . ) ∈ `2 ja b = (b0, b1, . . . ) ∈ `2 mielivaltaiset.
Isometrisyys:
‖U(a0, a1, . . . )‖`2 = ‖(0, a0, a1, . . . )‖`2 = |0|2 +
∞∑
k=0
|ak|2 = ‖(a0, a1, . . . )‖`2 .
Nyt









Ylla¨ olevat summalausekkeet ovat samat, joten U∗ on kuvauksen U adjun-
gaatti.









Kaksisuuntainen (eteenpa¨in) siirto W avaruudessa `2(Z) ma¨a¨ritella¨a¨n kaa-
valla
W (. . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . ) = (. . . , a−3, a−2, a−1, a0, a1, . . . ),
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jossa nollatta koordinaattia merkita¨a¨n lihavoidulla fontilla.
Siirrolle W pa¨tee vastaava, mutta vahvempi versio, lauseesta 4.2:
Lause 4.3. Operaattorin W adjungaatti, W ∗, on muotoa
W ∗(. . . , a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . ) = (. . . , a−1, a0, a1, a2, a3, . . . )
ja operaattori W on unitaarinen operaattori eli WW ∗ = W ∗W = I.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.4. Multiplikaatio-operaattori Mz : H
2 → H2 ma¨a¨ritella¨a¨n
kaavalla
(Mzf)(z) = zf(z),
kun f ∈ H2.
Seuraava lause liitta¨a¨ operaattorin U ja ma¨a¨ritelma¨n 4.4 operaattorin Mz
toisiinsa. Osoittautuu, etta¨ U ja Mz ovat unitaarisesti ekvivalentteja eli on
olemassa unitaarinen kuvaus V siten etta¨ V U = MzV .
Lause 4.5. Avaruuden H2 operaattori Mz on unitaarisesti ekvivalentti ava-
ruuden `2 eteenpa¨in siirron U kanssa.
Todistus. Olkoon V seuraava, luvun 3 alussa mainittu, unitaarinen kuvaus
jonoavaruudesta `2 avaruuteen H2:

















= zV (a0, a1, . . . )
= MzV (a0, a1, . . . )
eli V U = MzV .
19
Saamme kaksisuuntaiselle siirrolle vastaavanlaisen tuloksen avaruudessa L2,
joka esiteltiin ma¨a¨ritelma¨ssa¨ 3.7. Ma¨a¨rittelemme ensin operaattorit Meiθ ∈
L(L2) ja Me−iθ ∈ L(L2) seuraavasti:
(Meiθf)(e
iθ) = eiθf(eiθ) ja (Me−iθf)(e
iθ) = e−iθf(eiθ)
Lause 4.6. Operaattorit Meiθ ja Me−iθ ovat unitaarisesti ekvivalentit ava-
ruuden `2(Z) operaattorien W ja W ∗ kanssa (vastaavasti).
Huomaamme, etta¨ aliavaruus H˜2 ⊂ L2 on invariantti operaattorin Meiθ suh-
teen ja etta¨ rajoittuma Meiθ |H˜2 vastaa eteenpa¨in siirtoa avaruudessa H˜2.
Toisaalta, avaruudessa `2(Z) aliavaruus `2 on operaattorin W suhteen inva-
riantti1, ja rajoittuma W |`2 on eteenpa¨in siirto avaruudessa `2.
4.1 Invariantit ja redusoivat aliavaruudet
Edella¨ ka¨ytimme ka¨sitetta¨ invariantti aliavaruus. Eteenpa¨in siirrolla ja kaksi-
suuntaisella siirrolla on useita invariantteja aliavaruuksia: esimerkikina¨ mai-
nittakoon muotoa An := {(a0, a1, . . . )|ak = 0, kun 0 ≤ k ≤ n} olevat ava-
ruuden `2 aliavaruudet. Enta¨ minka¨laisia ovat eteenpa¨in siirron ja kaksisuun-
taisen siirron ma¨a¨ritelma¨ssa¨ 2.7 esitellyt redusoivat aliavaruudet?
Yksisuuntaisen siirron tapaus on helpompi:
Lause 4.7. Eteenpa¨in siirron U ainoat redusoivat aliavaruudet ovat {0} ja
koko avaruus `2.
Todistus. Olkoon nyt {0} 6= M ⊂ `2 sellainen, etta¨ M redusoi kuvauksen U .
Osoitamme, etta¨ M = `2. Olkoon (a0, a1, a2, . . . ) ∈M \ {0}. Voimme olettaa
yleisyydesta¨ tinkima¨tta¨, etta¨ a0 6= 0. Ta¨ma¨ johtuu siita¨, etta¨ on olemassa
pienin indeksi n0, jolla an0 6= 0, ja etta¨ U∗M ⊂ M — siis (U∗)n0M ⊂ M eli
voimme tarvittaessa operoida kuvauksella U∗ n0 kertaa, jolloin nollas jonon
ja¨sen on nollasta eroava.
Nyt UU∗(a0, a1, a2, . . . ) = (0, a1, a2, . . . ). Siten (0, a1, a2, . . . ) ∈ M . Ta¨sta¨
seuraa, etta¨
(a0, a1, a2, . . . )− (0, a1, a2, . . . ) = (a0, 0, 0, . . . ) ∈M.
1Tulkitsemme ta¨ssa¨ luonnollisesti, etta¨ aliavaruus `2 sisa¨lta¨a¨ lukujonot, joiden negatii-
visissa kohdissa olevat alkiot ovat nollia.
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Koska M on aliavaruus, myo¨s
1
a0
(a0, 0, 0, . . . ) = (1, 0, 0, . . . ) = e0 ∈M.
Koska Une0 = en, sisa¨lta¨a¨ M kaikki kantavektorit, ja siten M = `
2.
Toisaalta kaksisuuntaisella siirrolla W on useita redusoivia aliavaruuksia.
Ka¨yta¨mme niiden lo¨yta¨miseksi lemmaa 2.9, ja ta¨sta¨ syysta¨ haluamme etsia¨
kaikki kaksisuuntaisen siirron kanssa kommutoivat operaattorit. Osoittautuu,
etta¨ na¨ma¨ kuvaukset ovat helppo karakterisoida avaruudessa L2.
Ma¨a¨ritelma¨ 4.8. Olkoon φ ∈ L∞. Funktioon φ liittyva¨ multiplikaatio-
operaattori Mφ : L
2(T) → L2(T) ma¨a¨ritella¨a¨n kaavalla Mφf = φf kaikilla
f ∈ L2.
Lause 4.9. Olkoon φ ∈ L∞. Ta¨llo¨in ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞.
Todistus. Olkoon f ∈ L2 siten etta¨ ‖f‖ = 1. Sup-normin ma¨a¨ritelma¨sta¨











Toisin sanoen ‖Mφ‖ ≤ ‖φ‖∞.
Saadaksemme yhta¨suuruuden todistamme seuraavaksi, etta¨ ‖Mφ‖ ≥ ‖φ‖∞.
Merkitsemme λ0 = ‖φ‖∞, ja voimme olettaa, etta¨ λ0 6= 0, koska muuten
va¨ite pa¨tee triviaalisti. Joukko
En =
{
eiθ : |φ(eiθ)| > λ0 − 1
n
}
on mitallinen ja kaikilla luonnollisilla luvuilla n pa¨tee m(En) > 0, missa¨ m
on joukon T Lebesguen mitta. Olkoon χn jokon En karakteristinen funktio.






















Havaitsemalla, etta¨ ‖χn‖2 = m(En), ma¨a¨rittelemme funktiot fn = χn/‖χn‖.
Na¨in ‖fn‖ = 1 kaikilla luonnollisilla luvuilla n, ja voimme ka¨ytta¨a¨ funktioita
fn arvioimaan kuvauksen Mφ normia ylo¨spa¨in. Myo¨s
‖Mφfn‖ ≥ λ0 − 1
n
,
kun n on riitta¨va¨n suuri. Ta¨sta¨ seuraa, etta¨ ‖Mφ‖ ≥ λ0 − 1n kaikilla suurilla
n, joten ‖Mφ‖ ≥ λ0 = ‖φ‖∞.
Olemme siis todistaneet, etta¨ ‖Mφ‖ = ‖φ‖∞.
Lause 4.10. Kaikki kuvauksen Meiθ : L
2 → L2 kanssa kommutoivat jatkuvat
lineaarikuvaukset avaruudessa L2 muodostavat joukon
{Mφ : φ ∈ L∞}.
Todistus. Huomaamme, etta¨ MφMeiθ = MeiθMφ, kun φ ∈ L∞ eli kaikki jou-
kon {Mφ : φ ∈ L∞} alkiot kommutoivat kuvauksen M iθe kanssa.
Olkoon nyt L sellainen lineaarikuvaus, joka kommutoi kuvauksen Meiθ kans-
sa. Olkoon kuvaus φ = Le0, jossa e0 = 1 on vakiofunktio. Ta¨llo¨in φ ∈ L2.
Haluamme osoittaa, etta¨ φ ∈ L∞ ja etta¨ L = Mφ.
Koska L kommutoi kuvauksen Meiθ kanssa, voimme kirjoittaa










L joten edellinen pa¨a¨ttely yleistyy kaikille luvuille n ∈ Z:
Leinθ = φeinθ.
Koska L on lineaarinen, Lp = φp kaikille trigonometrisille polynomeille p ∈
L2. Trigonometriset polynomit ovat tihea¨ssa¨ avaruudessa L2, [2, 4.26] joten
jokaista funktiota f ∈ L2 kohti on olemassa jono trigonometrisia polynomeja
(pn), joille pn → f (avaruudessa L2) kun n → ∞. Jatkuvuuden nojalla
Lpn → Lf eli φpn → Lf avaruudessa L2.
Koska pn → f , on olemassa osajono (pni), jolle pni → f melkein kaikkialla
(kompaktissa) joukossa T. Siten φpni → φf melkein kaikkialla. Toisaalta ylla¨
totesimme, etta¨ φpn → Lf avaruudessa L2, joten Lf = φf melkein kaikkialla,
joten L = Mφ.
Riitta¨a¨ ena¨a¨ na¨ytta¨a¨, etta¨ φ ∈ L∞. Olkoon nyt n ∈ N ja asetetaan joukot
En = {eiθ : |φ(eiθ)| > n}. Haluamme osoittaa, etta¨ m(En) = 0 riitta¨va¨n
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suurilla n, missa¨ m on joukon T Lebesguen mitta. Merkitsemme joukon En
karakteristista funktiota merkinna¨lla¨ χn. Nyt











ja sijoittamalla ta¨ma¨n ylempa¨a¨n yhta¨lo¨o¨n saamme arvion
‖Lχn‖2 ≥ n2‖χn‖2.
Nyt, kun n > ‖L‖, on oltava ‖χn‖ = 0 eli m(En) = 0.
Ta¨ma¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ φ ∈ L∞.
Lause 4.11. KuvauksenMeiθ : L
2 → L2 redusoivat aliavaruudet ovat muotoa
ME =
{
f ∈ L2 : f(eiθ) = 0 melkein kaikilla eiθ ∈ E} ,
jossa E ⊂ T on mitallinen.
Todistus. Olkoon E ⊂ T kiinnitetty ja ME ma¨a¨ritelty kuin edella¨. Jos
f(eiθ0) = 0, niin eiθ0f(eiθ0) = 0 joten kuvaus Meiθ pita¨a¨ joukon ME inva-
rianttina. Toisaalta myo¨s, jos f(eiθ0) = 0, niin e−iθ0f(eiθ0) = 0 eli joukko ME
on invariantti myo¨s kuvauksen M∗
eiθ
suhteen.
Lemman 2.8 nojalla joukko ME redusoi kuvauksen Meiθ .
Toinen suunta: olkoon nyt M kuvauksen Meiθ redusoiva aliavaruus. Olkoon
myo¨s P : L2 →M ortoprojektiokuvaus. Lemman 2.8 nojalla PMeiθ = MeiθP ,
jolloin lauseen 4.10 mukaan P = Mφ, jollain funktiolla φ ∈ L∞.
Koska P on projektiokuvaus, P 2 = P , joten M2φ = Mφ joten edelleen φ
2 =
φ melkein kaikkialla. Ta¨ma¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ funktiolla φ on vain kaksi
sallittua arvoa: φ(eiθ) ∈ {0, 1} melkein kaikkialla.
Voimme kirjoittaa funktion φ muotoon φ = χF , jossa χF on (mitallisen)
joukon
F = {eiθ ∈ T : φ(eiθ) = 1}
karakteristinen funktio.
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Voimme nyt esitta¨a¨ joukon M funktion χF avulla: M = {f ∈ L2 : fχF = f}.
Olkoon nyt E joukon F komplementti. Ta¨llo¨in
M =
{
f ∈ L2 : f(eiθ) = 0 melkein kaikilla eiθ ∈ E} = ME
kuten halusimmekin.
Lause 4.12. Kuvauksen Meiθ : L
2 → L2 invariantit aliavaruudet, jotka eiva¨t
kuitenkaan redusoi kuvausta Meiθ , ovat muotoa M = φH˜2, jossa φ ∈ L∞
toteuttaa yhta¨lo¨n |φ(eiθ)| = 1 melkein kaikkialla.
Todistus. Olkoon siis φ ∈ L2 siten etta¨ |φ(eiθ)| = 1 melkein kaikkialla. Ku-










kun f ∈ L2.
Koska Mφ on isometria, MφH˜2 = φH˜2 on suljettu aliavaruus. Koska
MeiθH˜2 ⊂ H˜2 ja koska lauseen 4.10 nojalla Mφ ja Meiθ kommutoivat,
MeiθφH˜2 ⊂ φH˜2. Toisin sanoen jokainen muotoa φH˜2 oleva aliavaruus on
invariantti kuvauksessa Meiθ .
Toisaalta muotoa φH˜2 oleva aliavaruus ei voi redusoida kuvausta Meiθ . Ni-
mitta¨in, M∗
eiθ
φ = e−iθφ /∈ φH˜2 koska e−iθ /∈ H˜2.
Tutkikaamme viela¨, minka¨laisia muotoa φH˜2, jossa |φ(eiθ)| = 1 m.k. ja f ∈



















koska funktion eiθf nollas Fourier-kerroin on nolla. Niinpa¨ φ on kohtisuorassa
joukkoon eiθφH˜2 na¨hden eli φ⊥MeiθM . Jos siis M = φH˜2, niin ta¨ytyy pa¨tea¨
φ ∈M 	MeiθM = {φ ∈M |φ⊥MeiθM}.
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Ta¨ma¨n lisa¨ksi joukon MeiθM tulee olla joukon M aito aliavaruus. Jos ni-






(M). Ta¨ma¨ olisi ristiriitaista, silla¨ ta¨llo¨in aliavaruus M redusoisi ku-
vauksen Meiθ .
Toinen suunta: olkoon nyt M ⊂ L2 aliavaruus, joka on invariantti, mutta ei
redusoiva, kuvaukselle Meiθ . Valitsemme funktion φ ∈M 	MeiθM siten etta¨
‖φ‖ = 1. Haluamme osoittaa, etta¨ |φ(eiθ)| = 1 m.k. ja etta¨ M = φH˜2.
Koska φ⊥MeiθM , pa¨tee myo¨s φ⊥Mneiθφ kaikilla n ≥ 1:











|φ(eiθ)|2e−inθdθ = 0 kun n = 1, 2, 3, . . .





|φ(eiθ)|2e−inθdθ = 0 kun n = ±1,±2,±3, . . .
joten |φ(eiθ)| on vakio. Koska ‖φ‖ = 1, pa¨tee |φ(eiθ)| = 1 m.k. ja φ ∈ L∞.
Ena¨a¨ on ja¨ljella¨ osoittaa, etta¨ M = φH˜2. Koska |φ| = 1 m.k., kuvaus Mφ
on unitaarinen ja M−1φ = M1/φ. Kuvaus Mφ kuvaa ortonormaalin joukon
{einθ}∞n=−∞ ortonormaalille joukolle {φeinθ}∞n=−∞. Erityisesti Mφ kuvaa ali-
avaruuden H˜2 ortonormaalin kannan {einθ}n≥0 aliavaruuden φH˜2 ortonor-
maaliksi kannaksi {φeinθ}n≥0.
Samoin aliavaruuden (H˜2)⊥ ortonormaali kanta {einθ}n<0 kuvautuu joukon
(φH˜2)⊥ ortonormaaliksi kannaksi {φeinθ}n<0.
Koska φ ∈M ja φeinθ = Mn
eiθ
φ kaikilla n ≥ 0, saamme, etta¨ φH˜2 ⊂M .
Riitta¨a¨ ena¨a¨ osoittaa, etta¨ M ⊂ φH˜2. Olkoon siis f ∈ M . Haluamme osoit-
taa, etta¨ f ∈ φH˜2, minka¨ toteamiseksi riitta¨a¨ na¨ytta¨a¨, etta¨ f on kohtisuo-
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Toisaalta, kun n < 0,M−n
eiθ
f ∈MeiθM . KoskaM−neiθ f = e−inθf , pa¨tee e−inθf ∈
MeiθM . Ylla¨ olemme todenneet, etta¨ φ⊥MeiθM . Ta¨ma¨ tarkoittaa sita¨, etta¨







mika¨ tarkoittaa sita¨, etta¨ lauseke (*) on myo¨s nolla. Siten f⊥(φH˜2)⊥ eli
f ∈ φH˜2.
Nyt olemme osoittaneet, etta¨ kaksisuuntaisen siirron invariantteja aliava-
ruuksia voidaan karakterisoida funktion φ avulla. Seuraava tulos antaa tietoa
siita¨, kuinka aliavaruuden valinta ma¨a¨ra¨a¨ funktion φ.
Lause 4.13. Olkoon funktiot φ1 ja φ2 sellaiset, etta¨ |φ1(eiθ)| = |φ2(eiθ)| = 1
melkein kaikkialla. Ta¨llo¨in φ1H˜2 = φ2H˜2 jos ja vain jos on olemassa vakio
c, |c| = 1, siten etta¨ φ1 = cφ2.
Todistus. Riitta¨vyys: Jos |c| = 1, pa¨tee φ1H˜2 = cφ2H˜2.
Va¨ltta¨ma¨tto¨myys: Olkoon nyt φ1H˜2 = φ2H˜2. On siis olemassa funktiot
f1, f2 ∈ H˜2 siten etta¨
φ1 = φ2f2 ja φ2 = φ1f1.
Ta¨llo¨in va¨ltta¨ma¨tta¨ |f1| = |f2| = 1. Kertomalla yhta¨lo¨t funktioiden φ2 ja φ1
kompleksikonjugaateilla saamme
φ1φ2 = φ2f2φ2 ja φ2φ1 = φ1f1φ1
φ1φ2 = f2 ja φ2φ1 = f1
eli f1 = f2.
Koska f1, f2 ∈ H˜2, tarkoittaa se, etta¨ f1 = f2, sita¨, etta¨ funktion f1 kaikkien
Fourier-kertoimien ta¨ytyy olla 0 lukuunottamatta nollatta Fourier-kerrointa.
Toisin sanoen, funktio f1 on jokin vakio c ja f2 = c.
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4.2 Sisa¨funktiot ja Beurlingin lause
Ma¨a¨ritelma¨ 4.14. Yksikko¨kiekossa ma¨a¨ritelty rajoitettu analyyttinen funk-
tio φ on sisa¨funktio, jos |φ˜(eiθ)| = 1 melkein kaikkialla.
Lause 4.15. Olkoon funktio φ ∈ H2 sellainen, etta¨ |φ˜(eiθ)| = 1 melkein
kaikkialla. Ta¨llo¨in φ on sisa¨funktio.
Todistus. Ta¨ytyy osoittaa, etta¨ φ ∈ H∞. Ta¨ma¨ seuraa suoraan korollaarista
3.16
Lause 4.16 (Beurlingin lause). Kuvauksen Mz : H
2 → H2 kaikki invariantit
aliavaruudet, lukuunottamatta aliavaruutta {0}, ovat muotoa φH2 missa¨ φ
on sisa¨funktio.
Todistus. Avaruuden L2 operaattorin Meiθ rajoittuma aliavaruuteen H˜2 vas-
taa unitaarisesti avaruudessa H2 kuvausta Mz. Jos M on eteenpa¨in siir-
ron invariantti aliavaruus, se on invariantti myo¨s kaksisuuntaisessa siirrossa.
Lauseen 4.12 nojalla on olemassa mitallinen funktio φ ∈ L∞, jolle |φ(eiθ)| = 1
ja φ ∈M . Siten φ ∈M seka¨ M = φH˜2.
Siirtyma¨lla¨ avaruuteen H2 saamme, etta¨ M = φH2 missa¨ φ on sisa¨funktio
lauseen 4.15 nojalla.
Emme ole esitelleet viela¨ yhta¨ka¨a¨n sisa¨funktiota eksplisiittisesti. Triviaalien
monomien 1, z, z2, . . . lisa¨ksi esimerkiksi Mo¨bius-kuvaukset, jotka kuvaavat
yksikko¨kiekon itselleen, ovat sisa¨funktiota. Ta¨llaiset Mo¨bius-kuvaukset voi-




missa¨ |λ| = 1 ja a ∈ D.
Edella¨ mainittua tyyppia¨ olevien Mo¨bius-kuvausten tulot ovat myo¨s sisa¨funktioita,
kuten ovat myo¨s niiden sopivasti muodostetut a¨a¨retto¨ma¨t tulot eli Blaschke-
tulot. Osoittautuu myo¨s, etta¨ yleinen sisa¨funktio voidaan karakterisoida
Blaschke-tulon ja niin sanotun singulaarisen sisa¨funktion tulona. Singulaari-
sella sisa¨funktiolla ei ole nollakohtia yksikko¨kiekossa.
Voidaan osoittaa, etta¨ kaikki sisa¨funktiot φ(z) voidaan esitta¨a¨ muodossa










missa¨ z ∈ D, B on Blaschke-tulo, |c| = 1 ja µ on a¨a¨rellinen positiivinen
Borelin mitta, joka on singulaarinen Lebesguen mitan kanssa. [2, 17.15] Va-
litsemalla c = 1, B = 1 seka¨ µ = δ1 lo¨yda¨mme esimerkin sisa¨funktiosta, joka




Ka¨yta¨mme ta¨ta¨ funktiota hyo¨dyksemme luvussa 6.
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5 Fourier-muunnos ja avaruuksien L2(0,∞) ja
H2(D) isomorfisuus






missa¨ 0 < x < 1. Haluamme ma¨a¨ritta¨a¨ Volterra-operaattorin invariantit
aliavaruudet Beurlingin lauseen avulla. Volterra-operaattori on ma¨a¨ritelty
avaruuden L2(0, 1) lineaarisena operaattorina, mika¨ johtaa meida¨t tutki-
maan avaruutta L2(0,∞). Ilmenee, etta¨ avaruuksien L2(0,∞) ja H2(D)
va¨lilla¨ on unitaarinen kuvaus, jonka avulla saamme Beurlingin lauseen
ka¨ytto¨o¨mme. Ta¨ssa¨ kappaleessa rakennamme ta¨ma¨n unitaarisen kuvauksen
J : L2(0,∞)→ H2(D).
Esittelemme ensin Fourier-muunnoksen ja sen ka¨a¨nteismuunnoksen.
5.1 Fourier-muunnos ja Plancherelin lause








Edella¨ funktio f kuuluu avaruuteen L1(R), mutta tahdomme sallia myo¨s ti-
lanteen f ∈ L2(R). Koska joukon R Lebesguen mitta on a¨a¨reto¨n, L2(R) ei ole
osajoukko avaruudessa L1(R). Siten mielivaltaisen funktion f ∈ L2(R) koh-
dalla ei integraali edella¨ olevassa ma¨a¨ritelma¨ssa¨ va¨ltta¨ma¨tta¨ suppene. Joukko
L1(R) ∩ L2(R) on kuitenkin tihea¨ avaruudessa L2(R), joten ma¨a¨ritelma¨ on
laajennettavissa kaikille avaruuden L2(R) funktioille. Ta¨ma¨ tulos tunnetaan
Plancherelin lauseena. [2, s. 185]
Lause 5.2 (Plancherelin lause). Edella¨ ma¨a¨ritelty kuvaus F on unitaarinen






kun g ∈ L1(R) ∩ L2(R) ja se laajennetaan jatkuvasti kaikille g ∈ L2(R).
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Todistus. Plancherelin lauseen todistus lo¨ytyy la¨hteesta¨ [2, s. 186].
Plancherelin lauseen mukaan on olemassa myo¨s ka¨a¨nteiskuvaus F−1 :
L2(R) → L2(R). Aliavaruuden F−1(L2(0,∞)) funktiot voidaan jatkaa ana-
lyyttisiksi funktioiksi ylempa¨a¨n puolitasoon H. Paley-Wienerin lauseen [2,
s. 372] mukaan na¨ma¨ funktiot muodostavat ylemma¨n puolitason Hardy-
avaruuden, H2(H). Se voidaan kuvata unitaarisesti avaruudelle H2(D).
Va¨ltta¨mme kuitenkin avaruuden H2(H) esittelemisen ja Paley-Wienerin
lauseeseen vetoamisen.









Kuvaus J2 on ka¨a¨nteinen Fourier-muunnos rajoitettuna avaruuteen L
2(0,∞).
5.2 Avaruuksien L2(0,∞) ja H2(D) va¨linen unitaarinen
vastaavuus
Ma¨a¨ritelma¨ 5.4. Kuvaus J1 : L










kun ξ ∈ T. Kaavassa esiintyy Mo¨bius-kuvaus
z → i1 + z
1− z ,
joka kuvaa yksikko¨kiekon bijektiivisesti ja konformisesti ylemma¨lle puolita-
solle H ja yksikko¨kiekon reunan T joukolle R ∪ {∞}.
Lause 5.5. Kuvaus J1 on lineaarinen isometria.
Todistus. Lineaarisuus on selva¨a¨. Osoittakaamme siis isometrisyys. Avaruu-
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∣∣∣∣f (i1 + eiθ1− eiθ
)∣∣∣∣2 dθ = ∫ 2pi
0







eli va¨itteemme on todistettu.
Lause 5.6. Kuvaus J = J1J2 on lineaarinen isometria J : L
2(0,∞) →
L2(T).
Todistus. Ta¨ma¨ seuraa lauseista 5.2 ja 5.5.
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Tavoitteenamme on osoittaa, etta¨ kuvaus J ma¨a¨rittelee unitaarisen kuvauk-
sen L2(0,∞)→ H˜2. Edellisen lauseen nojalla ta¨ma¨ toteutuu, kun osoitamme,








jossa integraali on ma¨a¨ritelty, kun f ∈ L2(0,∞) ∩ L1(0,∞), ja integraali
laajennetaan jatkuvasti kaikille f ∈ L2(0,∞).
Voimme kuitenkin laajentaa funktion J2f ylempa¨a¨n puolitasoon asettamalla






missa¨ w = x+ iy ∈ H on ylemma¨n puolitason piste.
Tutkikaamme seuraavaksi, minka¨laisia funktioita laajennetut funktiot J2f
ovat. Ta¨ta¨ varten palautamme ensin mieleen silea¨t kompaktikantajaiset funk-
tiot.
Joukko C∞k sisa¨lta¨a¨ C
∞-funktiot f : R → R, joille supp(f) on kompakti.
Toisin sanoen, C∞k -funktiot ha¨via¨va¨t kompaktin joukon ulkopuolella. Joukko
C∞k ∩ L2(0,∞) on avaruuden L2(0,∞) tihea¨ osajoukko.
Lause 5.7. Olkoon f ∈ C∞k ∩ L2(0,∞). Ta¨llo¨in funktio
H(w) = (w + i)J2f(w) ∈ H∞(H)
eli edella¨ mainittu funktio on ylemma¨n puolitason rajoitettu analyyttinen
funktio.
Todistus. Kirjoittamalla kuvauksen J2 auki ja merkitsema¨lla¨ w = x + iy
saamme











Integraalin sisa¨lla¨ oleva funktio w 7→ f(t)eitw on analyyttinen funktio. Siten
myo¨s funktio g on analyyttinen, koska kompleksinen derivaatta g′(w) voidaan
laskea tekema¨lla¨ derivointi integraalimerkin alla; ta¨ma¨ on mahdollista, koska
















joten funktio g on rajoitettu eli g ∈ H∞(H).
Laskemalla saamme
|H(w)| = |w + i||g(w)| ≤ |w||g(w)|+ |g(w)|,
joista ja¨lkimma¨inen termi tiedeta¨a¨n edellisen perusteella rajoitetuksi.
Riitta¨a¨ siis osoittaa, etta¨ |w||g(w)| on rajoitettu ylemma¨ssa¨ puolitasossa.
Ja¨lleen kirjoittamalla w = x+ iy saamme
|w||g(w)| ≤ (|x|+ |y|)|g(x+ iy)|.
Koska f ∈ C∞k , myo¨s funktion f derivaatalle pa¨tee f ′ ∈ C∞k , jolloin edellisen
perusteella J2(f



















= −i(x+ iy)g(x+ iy),
joten myo¨s termi |w||g(w)| on rajoitettu.
Niinpa¨ H ∈ H∞(H) kuten halusimme.











kun z ∈ D. Ta¨llo¨in J1f on analyyttinen funktio yksikko¨kiekossa D.
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Seuraus 5.8. Laajennettu kuvaus J = J1J2 : L
2(0,∞) → H2(D) on hy-
vinma¨a¨ritelty lineaarinen isometria.
Todistus. Joukko C∞k ∩ L2(0,∞) on tihea¨ avaruudessa L2(0,∞). Edellisesta¨
lauseesta ja edella¨ laajentamamme kuvauksen J1f ma¨a¨ritelma¨sta¨ seuraa, etta¨
J(C∞k ∩ L2(0,∞)) ⊂ H∞(D). Va¨ite seuraa lauseesta 5.6.
Haluamme viela¨ osoittaa, etta¨ kuvaus J on surjektio.
Lause 5.9. Kuvaus J : L2(0,∞)→ H2(D) on surjektio.
Todistus. Olkoon nyt fs(t) = −i
√
2pie−its¯ missa¨ s ∈ H. Ta¨llo¨in













i(1 + z)− s¯(1− z) .




jollakin kiekon pisteella¨ u ∈ D. Sijoittamalla saamme lausekkeen
hu(z) := J1Fs(z) =
2pi1/2
i(1 + z) + i1+u¯
1−u¯(1− z)
= −i2pi1/2 · 1
1 + z + 1+u¯
1−u¯(1− z)
= −i2pi1/2 · 1− u¯





span{hu : u ∈ D} = H2(D).
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Ta¨ma¨n huomaamme tarkastelemalla avaruuden H2(D) sisa¨tuloja (f, hu).
Osoitamme, etta¨ jos (f, hu) = 0 kaikilla u ∈ D, niin ta¨ytyy pa¨tea¨, etta¨ f = 0.
Toisin sanoen joukon span{hu : u ∈ D} ortokomplementti sisa¨lta¨a¨ ainoastaan
nolla-alkion.

















































joten f = 0. Siten joukon span{hu : u ∈ D} ortokomplementti sisa¨lta¨a¨
ainoastaan nolla-alkion, ja span{hu : u ∈ D} = H2(D).
Korollaari 5.10. Kuvaus J : L2(0,∞)→ H2(D) on unitaarinen.
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6 Volterra-operaattorin invariantit aliava-
ruudet






jossa x ∈ (0, 1).
Tahdomme nyt ma¨a¨ritta¨a¨ Volterra-operaattorin invariantit aliavaruudet eli
toisin sanoen sen hilan, Lat(V ) (katso jakso 2). Ilmeista¨ on, etta¨ avaruudet
muotoa L2(a, 1), jossa a ∈ (0, 1), ovat invariantteja. Ta¨ssa¨ L2(a, 1) = {f ∈
L2(0, 1) : f (0,a)= 0}. Ha¨mma¨stytta¨va¨ tulos on, etta¨ na¨ma¨ ovat kuvauksen
V ainoat invariantit aliavaruudet.
Tuloksen todistuksessa seuraamme Donald Sarasonin artikkelia “A Remark
on the Volterra Operator” [3], mutta myo¨s muita tapoja on olemassa. Mai-
nittakoon esimerkkina¨ Ramiz Tapdigoglun artikkeli “Invariant subspaces of
Volterra integration operator: Axiomatical approach” [5].
Sarason kiinnitta¨a¨ artikkelissaan huomiota operaattorin V + I ja eteenpa¨in
siirron va¨liseen yhteyteen, jonka esittelemme jaksossa 6.1. Palauttakaamme
mieleen eteenpa¨in siirto U jonoavaruudessa `2:
U(a0, a1, a2, . . .) = (0, a0, a1, a2, . . .).
Kuvaus U on unitaarisesti ekvivalentti avaruuden H2 operaattorin Mz kans-
sa — katso ma¨a¨ritelma¨ 4.4. Ta¨ma¨n ja¨lkeen Sarason ka¨ytta¨a¨ unitaarista ku-
vausta J : L2(0,∞) → H2(D) ja saa ka¨ytto¨o¨nsa¨ Beurlingin lauseen 4.16.
Rakensimme edellisessa¨ jaksossa kuvauksen J .
Sarason todistaa artikkelissaan, etta¨ operaattoreilla (V +I)−1 ja V on samat
invariantit aliavaruudet. Ka¨ymme ta¨ma¨n la¨pi jaksossa 6.2.
Beurlingin lauseen mukaan eteenpa¨in siirron invariantit aliavaruudet ovat
muotoa φH2, missa¨ φ on sisa¨funktio. Olkoon nyt avaruuden H2 sisa¨funktio
ψ valittu seuraavasti:
ψ(z) = e(z+1)/(z−1), z ∈ D.
Olkoon lisa¨ksi M invariantin aliavaruuden ψH2 ortokomplementti, M =
(ψH2)⊥, ja olkoon kuvaus T kuvauksen Mz ortoprojektio joukolle M eli
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T = PMz. Ta¨llo¨in kuvauksen T adjungaatti T
∗ on kuvauksen M∗z rajoittu-
ma joukkoon M . Ta¨ma¨ seuraa adjungoinnin ominaisuuksista, jotka ka¨vimme
la¨pi ma¨a¨ritelma¨ssa¨ 2.5. Ta¨llo¨in
H2
Mz−−→ H2 P−→M = (ψH2)⊥.
6.1 Operaattorit (T + I)/2 ja (V + I)−1
Tutkikaamme aluksi, kuinka kuvaus J muuntaa jo alussa lo¨yta¨ma¨mme muo-
toa L2(a, 1) olevat invariantit aliavaruudet avaruuden H2 aliavaruuksiksi.
Miella¨mme jatkossa kaikki muotoa L2(a, b), jossa 0 ≤ a ≤ b ≤ ∞, olevat ava-
ruudet avaruuden L2(0,∞) aliavaruuksiksi — erityisesti avaruuden L2(0, 1).
Lemma 6.1. Olkoon 0 ≤ a < b ≤ 1. Ta¨llo¨in kuvaukselle J pa¨tee:
• J(L2(0, b)) = (φbH2)⊥
• J(L2(a,∞)) = φaH2






Todistus. Tutkikaamme ensin aliavaruuden L2(a,∞) kuvaa kuvauksessa J =

















































Koska J(L2(0,∞)) = H2, olemme osoittaneet, etta¨
J(L2(a,∞)) = φaH2,
kun 0 ≤ a ≤ 1.
Havaitsemme, etta¨ avaruudessa L2(0,∞) pa¨tee L2(a,∞)⊥ = L2(0, a). Lisa¨ksi
kuvaus J on unitaarinen, joten se sa¨ilytta¨a¨ ortogonaalisuuden. Ta¨llo¨in
J(L2(0, a)) = J(L2(0, a)⊥)⊥ = J(L2(a,∞))⊥ = (φaH2)⊥.
Ta¨ma¨n lisa¨ksi, koska L2(a, b) = L2(a,∞)∩L2(0, b), va¨itteen viimeinen kaava
seuraa yhdista¨ma¨lla¨ kaksi edellista¨.
Tavoitteenamme on todistaa, etta¨ seuraava kaavio on kommutatiivinen:








Ylla¨ oleva kuvaus T = PMz ma¨a¨riteltiin kuvauksen Mz ortoprojektio-






0 kun x < 0
e−x kun x > 0.




f(x− t)e−tdt = (f ∗ k)(x).
Ka¨yta¨mme kuvausta K hyo¨dyksi seuraavalla tavalla:
Lause 6.3. Kuvaus V+I on ka¨a¨ntyva¨. Lisa¨ksi kuvaus (V+I)−1 on avaruuden
L2(0,∞) operaattorin I −K projektio joukolle L2(0, 1).Toisin sanoen,
(V + I)−1 = P (I −K),
jossa P : L2(0,∞) → L2(0,∞) on ortoprojektio aliavaruudelle L2(0, 1) eli
kun g ∈ L2(0,∞)
Pg(x) =
{
g(x), kun 0 ≤ x ≤ 1
0, kun x > 1
Todistus. Tulee osoittaa, etta¨ P (I −K)(V + I) = I ja (V + I)P (I −K) = I,
jolloin V + I on ka¨a¨ntyva¨. Todistamme ensimma¨isen. Huomaamalla, etta¨ jos
va¨ite pa¨tisi, saisimme, etta¨
I = P (I −K)(V + I)
Edelleen laskemalla saamme
(I −K)(V + I) = V + I −KV −K
= I + V −K −KV,
joten riitta¨a¨ osoittaa, etta¨ V −K −KV = 0 eli KV = V −K.
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eli KV = V −K. Tulo toisinpa¨in todistetaan vastaavasti, ja va¨ite on todis-
tettu.
Lause 6.4. Kuvaus J muuntaa kuvauksen (V + I)−1 unitaarisesti ekviva-
lentiksi kuvaukseksi 1
2
(T + I). Toisin sanoen kuvaukselle V + I : L2(0, 1) →
L2(0, 1) pa¨tee (V + I)−1 = J−1 ◦ 1
2
(T + I) ◦ J .
Todistus. Huomaamme, etta¨ J kuvaa aliavaruuden L2(0, 1) aliavaruudelle
M , jonka esittelimme luvun alussa. Ta¨ma¨ seuraa lemmasta 6.1 valitsemalla
a = 1.
Tutkikaamme, mika¨ on operaattorin K ∈ L(L2(0,∞)) kuva muunnoksessa
J eli mita¨ on JKJ−1.
Olkoon f ∈ L2(0,∞). Ta¨llo¨in
J2Kf = J2(f ∗ k) = J2f · J2k ·
√
2pi,
koska Fourier-muunnos kahden funktion konvoluutiosta on funktioiden
Fourier-muunnoksien tulo. Toisaalta, voimme kirjoittaa funktion f muodos-
sa J−12 g jollain g ∈ J2(L2(0,∞)). Siten pa¨tee, etta¨
J2KJ
−1




































2 : g(x) 7→
g(x)
1− ix.




















































(1− z)f(z) = 1
2
(1− U)f,
jossa Uf(z) = zf(z) eli U = Mz.
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Edelleen saamme
J(I −K) = JI − JK













Olemme nyt lo¨yta¨neet yhteyden kuvauksien (V + I)−1 ja (T + I)/2 va¨lille.
Tahdomme ka¨ytta¨a¨ ta¨ta¨ yhteytta¨ hyo¨dyksi operaattorin V invarianttien ali-
avaruuksien ma¨a¨ritta¨misessa¨. Seuraava lause auttaa ta¨ssa¨ tehta¨va¨ssa¨.
6.2 Operaattorit V ja (V + I)−1
Lause 6.5. Operaattoreilla V ja (V +I)−1 on samat invariantit aliavaruudet.
Todistus. Osoitamme, etta¨ kaavat







(−1)n[(V + I)−1 − I]n
pa¨teva¨t. Tulemme huomaamaan, etta¨ kyseessa¨ ovat operaattorien V ja (V +
I)−1 Neumann-sarjaesitykset. Erityisesti ylla¨ olevat sarjat suppenevat ope-
raattorinormin ma¨a¨rittelema¨ssa¨ topologiassa. Ta¨llo¨in operaattoreilla ta¨ytyy








Todistamme ensin, etta¨ T on hyvinma¨a¨ritelty lineaarinen operaattori T :




















Niinpa¨, kun ‖f‖L2 ≤ 1, pa¨tee
|V f(x)| ≤ √x







joten ‖V ‖ ≤ 1√
2
.











joten T on hyvinma¨a¨ritelty.
Haluamme osoittaa viela¨, etta¨
(V + I)T = I = T (V + I)
pa¨tee. Ta¨ma¨n na¨emme kaksiosaisella, mutta suoralla, laskulla:









































Olemme nyt osoittaneet, etta¨ ensimma¨inen kaavoista pa¨tee.




(−1)n[(V + I)−1 − I]n.
Kirjoitamme
V = (I − (V + I)−1)(V + I)
= (I − (V + I)−1)((V + I)−1)−1
= (I − (V + I)−1)(I − I + (V + I)−1)−1
= (I − (V + I)−1)(I − (I − (V + I)−1))−1
= (I − (V + I)−1)
∞∑
n=0








(−1)n((V + I)−1 − I)n
missa¨ kolmanneksi viimeisella¨ rivilla¨ on ka¨ytetty Neumann-sarjaesitysta¨ ope-
raattoriin (I − (I − (V + I)−1))−1. Jotta na¨in voisi tehda¨, ta¨ytyy osoittaa,
etta¨ ‖I − (V + I)−1‖ < 1. Tehka¨a¨mme ta¨ma¨ seuraavaksi.
Saamme
I − (V + I)−1 = (V + I)−1 ((V + I)− I)
= (V + I)−1V
= V (V + I)−1.
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Tieda¨mme, etta¨ ‖V ‖ ≤ 1√
2
. Lauseen 6.4 nojalla tieda¨mme, etta¨ kuvaus (V +
I)−1 on unitaarisesti ekvivalentti avaruuden H2 kuvauksen 1
2
(T + I) kanssa.
Siispa¨












jossa U oli eteenpa¨in siirto.
Edellisten arvioiden perusteella pa¨tee
‖I − (V + I)−1‖ ≤ ‖V ‖‖(V + I)−1‖ < 1,
joten Neumann-sarjaestyksen ka¨ytta¨minen on perusteltua. Operaattoreilla V
ja (V + I)−1 on siis samat invariantit aliavaruudet, koska kumpikin operaat-
tori voidaan esitta¨a¨ sarjakehitelma¨na¨ toisesta.
Tarvitsemme viela¨ seuraavan tunnetun tuloksen ka¨ytto¨o¨mme.
Lause 6.6. Olkoon u on ei-negatiivinen harmoninen funktio yksikko¨kiekossa









Todistus. Todistus lyo¨tyy la¨hteesta¨ [2, s. 247].
Lemma 6.7. Sisa¨funktio φ jakaa sisa¨funktion ψ jos ja vain jos φ = φa, jossa
0 ≤ a ≤ 1.














Sisa¨funktio φ jakaa sisa¨funktion ψ, jos ψ = φη jollain sisa¨funktiolla η. Toisaal-
ta, jos funktio φ jakaa funktion ψ, ta¨ytyy funktion ψ/φ olla hyvinma¨a¨ritelty
sisa¨funktio. Toisin sanoen, funktiolla φ ei voi olla nollakohtia kiekossa D.




















| ≤ 1. Toisin sanoen
Re
(







|1− z|2 − Reh ≤ 0
ja
Reh(z) ≥ −1− |z|
2
|1− z|2 .






















jossa mitta δ1(ξ) = 1, kun ξ = 1 ja δ1(ξ) = 0 muulloin. Nyt






|1− z|2d(δ1 − µ)(ξ)
joten δ1 − µ ≥ 0. Siis 0 ≤ µ ≤ δ1 joten ainoa mahdollisuus mitalle µ on se,
etta¨ µ on muotoa µ = aδ1, 0 ≤ a ≤ 1, joten φ = φa.
Toisin sanoen sisa¨funktion ψ jakavat sisa¨funktiot ovat ta¨sma¨lleen muotoa
φa(z) = e
a z+1
z−1 , missa¨ 0 ≤ a ≤ 1
olevat funktiot.
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Nyt voimme todistaa pa¨a¨tuloksemme ja ma¨a¨ritta¨a¨ Volterra-operaattorin
kaikki invariantit aliavaruudet.
Lause 6.8. Volterra-operaattorin V invariantit aliavaruudet ovat muotoa
L2(a, 1), missa¨ 0 ≤ a ≤ 1.
Todistus. Lauseen 6.4 nojalla kuvauksen (V + I)−1 invariantit aliavaruudet
kuvautuvat kuvauksessa J kuvauksen T invarianteille aliavaruuksille.
Palauttakaamme mieleen kuvauksen T ma¨a¨ritelma¨. Tutkiessamme kuvauk-
sen T invariantteja aliavaruuksia on mieleka¨sta¨ tulkita, etta¨
T = PMz|M : M →M,
missa¨ M = (ψH2)⊥ ja P on ortoprojektio joukolle M .
Todistamme ensin, etta¨ suljettu aliavaruus E ⊂ M on kuvauksen T inva-
riantti aliavaruus jos ja vain jos E = M ∩ φH2, jossa φ on sisa¨funktio, jo-
ka jakaa sisa¨funktion ψ. Havaitsemme, etta¨ jos φ jakaa sisa¨funktion ψ, niin
ψH2 ⊂ φH2 ja (φH2)⊥ ⊂ (ψH2)⊥ = M .
Olkoon nyt E = M ∩ φH2, jossa φ jakaa sisa¨funktion ψ. Osoitamme, etta¨
T (E) ⊂ E. Olkoon f ∈ E. Ta¨llo¨in Tf ∈ M , joten on osoitettava, etta¨
Tf ∈ φH2. Ta¨ssa¨ Tf = PMzf ja Beurlingin lauseen nojalla Mzf ∈ φH2,
koska f ∈ φH2.
Saamme
Tf = PMzf =
∈φH2︷︸︸︷
Mzf −
(I−P )Mzf︷ ︸︸ ︷
(Mzf − PMzf)︸ ︷︷ ︸
∈M⊥=ψH2⊂φH2
,
joten Tf ∈ φH2. Toisin sanoen Tf ∈M ∩ φH2 = E.
Toinen suunta: olkoon nyt E ⊂ M invariantti kuvauksen T suhteen, toisin
sanoen T (E) = PMz(E) ⊂ E. Ta¨llo¨in
Mz(E) ⊂ E ⊕ ψH2
ja erityisesti
Mz(E ⊕ ψH2) ⊂ E ⊕ ψH2,
koska Mz(ψH
2) ⊂ ψH2. Beurlingin lauseesta seuraa, etta¨
E ⊕ ψH2 = φH2
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jollain sisa¨funktiolla φ. Koska ψ ∈ E ⊕ ψH2 = φH2, ta¨ytyy pa¨tea¨ ψ = φh
jollain h ∈ H2, joten φ jakaa funktion ψ.
Koska M = (ψH2)⊥, pa¨tee M ∩ (E⊕ψH2) = E, joten E = M ∩φH2, kuten
halusimme.
Lemman 6.7 nojalla sisa¨funktiot φ, jotka jakavat funktion ψ, ovat muotoa
φa, kun 0 ≤ a ≤ 1. Toisaalta lemman 6.1 nojalla
J(L2(a,∞)) = φaH2,
kun 0 ≤ a ≤ 1. Toisin sanoen kuvauksen V kaikki invariantit aliavaruudet
ovat muotoa L2(a, 1), kun 0 ≤ a ≤ 1, kuten halusimmekin.
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